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Êîíñïåêò ñåìèíàðà �6 ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ äëÿ ñòóäåíòîâ 1 êóðñà
ÌÌÔ ÍÃÓ. Ïîìíèòå, ÷òî ÷òåíèå êîíñïåêòà íå äåëàåò ïîñåùåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñåìèíàðà íåîáÿçàòåëüíûì! Î íàéäåííûõ îøèáêàõ è íåòî÷íî-
ñòÿõ, ïîæàëóéñòà, ïèøèòå ìíå ïî àäðåñó fenster@fenster.name. Òàêæå
áóäó ðàä ïîëó÷èòü ëþáûå êîììåíòàðèè ïî ïîâîäó ýòîãî òåêñòà.

×òîáû ïîíÿòü ðåêóðñèþ, íóæíî ïîíÿòü ðåêóðñèþ.
Àâòîð íåèçâåñòåí

Ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü ýòîò êîíñïåêò, ðåêîìåíäóþ âñïîìíèòü, êàê óñòðî-
åíà ôóíêöèÿ ¾ðàçâîðîòà ââîäà¿ reverse (ñì. êîíñïåêò âòîðîãî ñåìèíà-
ðà).

1 Âèäû ðåêóðñèè

Ïðè âûõîäå èç ôóíêöèè óïðàâëåíèå ïåðåäà¼òñÿ â òî ìåñòî â êîäå,
îòêóäà ôóíêöèÿ áûëà âûçâàíà. Â ñëó÷àå ¾ïðîñòûõ¿ ôóíêöèé ýòî íå âû-
çûâàåò âîïðîñîâ: íàïðèìåð, îáû÷íî íåò ñîìíåíèé, ÷òî ïîñëå óñïåøíîãî
çàâåðøåíèÿ ôóíêöèè printf ïðîãðàììà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äàëüøå. Òî
æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ñðåäè âñåõ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (ôóíêöèé,
âûçûâàþùèõ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ñåáÿ) ìîæíî âûäåëèòü ôóíêöèè,
ïîñòðîåííûå ïî ñõåìå õâîñòîâîé ðåêóðñèè: ýòî òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå
âûçûâàþò ñåáÿ òîëüêî ïåðåä ñàìûì âûõîäîì èç ôóíêöèè (â èíñòðóê-
öèè return). Ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðèàëà, íàïðèìåð,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð õâîñòîâîé ðåêóðñèè; å¼ ïîñëåäíÿÿ èíñòðóê-
öèÿ âûãëÿäèò òàê:
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return n * fact(n - 1);

Èçâåñòíî, ÷òî õâîñòîâóþ ðåêóðñèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü èòåðàòèâíî
(öèêëîì), èñïîëüçóÿ ëèøü ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåííûõ (íå çàâèñÿùåå îò ãëóáèíû ðåêóðñèè). È ôàêòîðèàë, è áè-
íàðíûé ïîèñê (òîæå õâîñòîâàÿ ðåêóðñèÿ, õîòü è ÷óòü áîëåå ñëîæíàÿ)
ìîæíî è íóæíî ðåàëèçîâûâàòü èìåííî ïðè ïîìîùè öèêëà, ïîòîìó ÷òî
ðåêóðñèâíûå (äà è ëþáûå äðóãèå) âûçîâû ôóíêöèé óâåëè÷èâàþò êàê
âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû, òàê è ïîòðåáëÿåìóþ åé ïàìÿòü.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ õâîñòîâîé ðåêóðñèè, â îáùåì-òî, íå îáÿçàòåëüíî ÷¼ò-
êî ïîíèìàòü, ÷òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ðåêóðñèâíîãî âûçîâà óïðàâëåíèå
âåðí¼òñÿ îáðàòíî â ýêçåìïëÿð ôóíêöèè, èç êîòîðîé âûçîâ áûë ñäåëàí:
âñ¼ ðàâíî âûçûâàþùàÿ ôóíêöèÿ óæå ïðàêòè÷åñêè çàâåðøèëàñü.

Ñ äðóãèìè âèäàìè ðåêóðñèè âñ¼ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Äîáàâëåíèå ëèøü
îäíîé èíñòðóêöèè ïîñëå ðåêóðñèâíîãî âûçîâà (êàê â ôóíêöèè reverse)
ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ óæå íå áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â
öèêë áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè, è ôóíêöèÿ reverse �
õîðîøèé ïðèìåð ýòîãî. Íî â ôóíêöèè reverse ïî êðàéíåé ìåðå êàæäûé
ýêçåìïëÿð ôóíêöèè äåëàë íå áîëåå îäíîãî ðåêóðñèâíîãî âûçîâà.

Âåòâÿùàÿñÿ ðåêóðñèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ôóíêöèÿ ìîæåò âûçâàòü ñå-
áÿ íåñêîëüêî ðàç. Íà ýòîì ñåìèíàðå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìå-
ðîâ çàäà÷, â êîòîðûõ âîçíèêàåò òàêàÿ ðåêóðñèÿ, ïîñêîëüêó â áóäóùåì
(íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè áûñòðîé ñîðòèðîâêè è àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ)
òàêèå ôóíêöèè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ íàì ÷àñòî.

2 Ïå÷àòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ

Çàäà÷à. Íàïå÷àòàéòå âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {1, . . . , N}.
Ïðè ðàçðàáîòêå ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî ïðèäóìàòü ñïîñîá

ðàçáèåíèÿ çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è ìåíüøåãî ðàçìåðà. Ñàìàÿ ¾ìåëêàÿ¿ ïîä-
çàäà÷à äîëæíà ðåøàòüñÿ ýëåìåíòàðíî � ýòî áóäåò òåðìèíàëüíîé âåò-

âüþ ðåêóðñèè (äëÿ ôàêòîðèàëà ýòî âàðèàíò if (n == 0) return 1;).
Î÷åâèäíî, ÷òî èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ ðîâíî 2N øòóê: ïåðâûé ýëåìåíò

ìîæåò âêëþ÷àòüñÿ èëè íå âêëþ÷àòüñÿ â ïîäìíîæåñòâî (äâà âàðèàíòà),
âòîðîé ýëåìåíò ìîæåò âêëþ÷àòüñÿ èëè íå âêëþ÷àòüñÿ (åù¼ äâà) è òàê
äàëåå äëÿ êàæäîãî èç N ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

Ýòî ñîîáðàæåíèå äà¼ò ñïîñîá ïîäîéòè ê ðàçáèåíèþ çàäà÷è íà ïîä-
çàäà÷è. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , N} îáðàçîâàíî
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îáúåäèíåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ {1, . . . , N},
âêëþ÷àþùèõ ýëåìåíò 1, è âñåõ ïîäìíîæåñòâ, íå âêëþ÷àþùèõ åãî. Åñëè
ìû íàó÷èìñÿ íàõîäèòü âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {2, . . . , N} (èõ 2N−1

øòóê), òî èç íèõ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èñêîìûå 2N ïîäìíîæåñòâ, äîáàâèâ
è íå äîáàâèâ åäèíèöó ê êàæäîìó èç 2N−1.

Êàê ðåàëèçîâàòü ýòî íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ? Áóäåì ïðåäñòàâ-
ëÿòü ìíîæåñòâî â âèäå ìàññèâà èç N ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì ýëåìåíòàì,
ïðèñóòñòâóþùèì âî ìíîæåñòâå, ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöà, à íå ïðèñóòñòâó-
þùèì � íîëü. Ìàññèâû ó íàñ íóìåðóþòñÿ îò íóëÿ, òàê ÷òî ðåàëüíî íàì
íóæíî ëèáî ïåðåíóìåðîâàòü ýëåìåíòû, ëèáî èñïîëüçîâàòü ìàññèâ ðàçìå-
ðà N + 1:

int M[N + 1];

Ïóñòü ôóíêöèÿ f áóäåò ïðèíèìàòü ðåøåíèå ïî ïîâîäó ýëåìåíòà k.
Îïèñàííàÿ âûøå ëîãèêà ïåðåíîñèòñÿ íà ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî÷òè
áåç èçìåíåíèé:

M[k] = 0; /* íå áåð¼ì ýëåìåíò k */

f(k + 1);

/* òî÷êà âîçâðàòà èç ðåêóðñèè */

M[k] = 1; /* à òåïåðü áåð¼ì ýëåìåíò k */

f(k + 1);

Âàæíî: âñïîìíèòå òî, î ÷¼ì ãîâîðèëîñü â ñàìîì íà÷àëå. Ïðè âîç-
âðàòå èç ôóíêöèè f(k + 1) áóäåò ïðîäîëæåíî âûïîëíåíèå ôóíêöèè f.
Îáðàçóåòñÿ äåðåâî âûçîâîâ: ýêçåìïëÿð ôóíêöèè f âûçûâàåò f äâàæäû,
êàæäûé èç ¾ïîòîìêîâ¿ äåëàåò òî æå ñàìîå, è òàê äàëåå.

Îñòàëîñü ïðèäóìàòü òåðìèíàëüíóþ âåòâü. Î÷åâèäíî, íè÷åãî íå íóæ-
íî äåëàòü, åñëè ïðèíÿòî ðåøåíèå ïî ïîâîäó êàæäîãî èç N ýëåìåíòîâ:

if (k > N)

{

print(M, N); /* êàêèì-òî îáðàçîì ïå÷àòàåì ìíîæåñòâî */

return; /* âûõîä èç ôóíêöèè */

}

Íàïèøåì ôóíêöèþ print è ïîëíûé âàðèàíò ôóíêöèè f. Ãëîáàëüíûå
ïåðåìåííûå � çëî, ïîýòîìó áóäåì ïåðåäàâàòü âñå äàííûå ÷åðåç ïàðàìåò-
ðû.
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void print(int *M, int N)

{

int i;

printf("{ ");

for (i = 1; i <= N; i++)

{

if (M[i])

{

printf("%d ", i);

}

}

printf("}\n");

}

void f(int *M, int N, int k)

{

if (k > N)

{

print(M, N);

return;

}

M[k] = 0;

f(M, N, k + 1);

M[k] = 1;

f(M, N, k + 1);

}

3 Ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà ìíîæèòåëè

Çàäà÷à. Íàïå÷àòàéòå âñå âàðèàíòû ðàçëîæåíèÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà N íà ìíîæèòåëè.

Â ýòîé çàäà÷å ôóíêöèÿ ¾ðàçëîæèòü ÷èñëî k¿ äîëæíà, âî-ïåðâûõ, âû-
äàòü âàðèàíò ¾k¿ (îñòàâèòü ÷èñëî íå ðàçëîæåííûì), à âî-âòîðûõ, ïåðå-
áðàòü âñå äåëèòåëè ÷èñëà k, áîëüøèå åäèíèöû è ìåíüøèå k, è âûçâàòü
ðåêóðñèâíî èõ ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.

Ôóíêöèè íåîáõîäèìî áóäåò ïåðåäàâàòü ïàðàìåòðîì ìàññèâ óæå íàé-
äåííûõ äî äàííîãî øàãà äåëèòåëåé.

4 Ãåíåðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê

Çàäà÷à. Íàéäèòå âñå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , N}.
Â ýòîé çàäà÷å ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïðèíèìàòü äâà ìàññèâà:

íà÷àëî ïîñòðîåííîé ïåðåñòàíîâêè è ìíîæåñòâî íåèñïîëüçîâàííûõ ýëå-
ìåíòîâ. Íà êàæäîì øàãå ôóíêöèÿ äîëæíà âçÿòü ïîî÷åð¼äíî êàæäûé èç
íåèñïîëüçîâàííûõ ýëåìåíòîâ, äîáàâèòü åãî ê ïîñòðîåííîé ïåðåñòàíîâêå
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è âûçâàòü ñåáÿ äëÿ ïîëó÷åííîãî âàðèàíòà. Íà÷àëüíûé âûçîâ � ïåðåñòà-
íîâêà ïóñòà, âñå ýëåìåíòû íå èñïîëüçîâàíû; òåðìèíàëüíàÿ âåòâü � âñå
ýëåìåíòû èñïîëüçîâàíû (â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàïå÷àòàòü ïîñòðî-
åííóþ ïåðåñòàíîâêó).

ß ïîñòàðàþñü íàéòè âðåìÿ è îïèñàòü ýòó è ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó áîëåå
ïîäðîáíî.

5 Ïðîâåðî÷íîå çàäàíèå (¾ïÿòèìèíóòêà¿)

Òåìà: îïðåäåëèòü, ÷òî ïå÷àòàåò äàííàÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ (ñì.
çàäàíèå).
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